DISKRETE MATHEMATIK

Der Sonderforschungsbereich »Diskrete Strukturen in der Mathematike«
(SFB 343) wurde zum 1.7.1989 eingerichtet und befindet sich zur Zeit in der
sogenannten Zweiten Antragsphase. Mit Mitteln der Deutschen Forschungs-
gemeinschaft von jahrlich etwa 2 Millionen DM werden 12 Teilprojekte gefor-
dert. Was heiflt »diskrete Mathematik«? Das Begriffspaar »diskret-kontinuier-
lich« wird am Spektrum eines Atoms deutlich: Es besteht einerseits aus ab-
zihlbar vielen diskreten Linien, deren Muster fir das Atom charakteristisch
ist, andererseits aus einem kontinuierlichen Band. Im Altertum war die Ma-
thematik im wesentlichen diskret: Kommensurabilitiat war der zentrale Be-
griff, ohne den Lingen von Strecken nicht verglichen werden konnten; dio-
phantische Gleichungen standen im Zentrum mathematischer Forschung.
Die grundsatzlichen Schwierigkeiten bei der Beschreibung von Bewegungen
(Achilles und die Schildkréte) wurden nicht beherrscht. Weltweit versteht
man unter »diskreter Mathematik« das Studium diskreter Aspekte mathema-
tischer Fragestellungen, vor allem die Untersuchung endlicher und abzahlbar
unendlicher mathematischer Strukturen. Dazu rechnet man die endlichen
Gruppen, endlich erzeugte Algebren, Graphen, Matroide und Folgenriaume,
die Kombinatorik, simpliziale Komplexe, Pflasterungen und Stratifikationen
in der Geometrie, diskrete Modelle in der Informationsverarbeitung und in
der Statistik. Solche Strukturen spielen in weiten Bereichen der Mathematik
und ihrer Anwendungsgebiete eine wichtige Rolle.

In den letzten Jahren erfihrt die diskrete Mathematik einen starken Auf-
schwung, der insbesondere den Anwendungen in Gebieten, die mathemati-
scher Modellierung zuginglich sind, zu verdanken ist. So werden heute in
weiten Bereichen von Wissenschaft, Wirtschaft und Verwaltung mathemati-
sche Erkenntnisse und Techniken unmittelbar benutzt, um die dort auftreten-
den Analyse- und Steuerungsprobleme zu bewiltigen. Das liegt sicher zum
einen daran, daf} diese Probleme gréfer und uniiberschaubarer geworden
sind; zum anderen werden mathematische Anwendungen durch die Entwick-
lung immer leistungsfihigerer Rechenanlagen erst moglich. Um aber einen
Digitalrechner zur Losung eines Problems nutzen zu kénnen, mufl das Pro-
blem notwendigerweise diskret formuliert sein. Zunehmend ergeben sich so
aus praktischen Anforderungen neue mathematische Fragen: Soll ein Pro-
blem nicht von Fall zu Fall gelost werden, bedarf es einer strukturellen Ana-
lyse und einer mathematischen Theorie. »Diskrete Strukturen in der Mathe-
matik« ist eine Bielefelder Begriffsbildung. Sie soll die diskrete Mathematik
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umfassen, ohne den Eindruck zu erwecken, konkrete Anwendungen, etwa die
Entwicklung von Chips, abzudecken; sie soll aber auch Strukturen erfassen,
die mit diskreten Invarianten beschrieben oder klassifiziert werden konnen.

Seit Beginn des 17. Jahrhunderts ist das traditionelle Bild der Mathematik
wesentlich geprigt durch das Bemthen, die geometrischen Eigenschaften des
physikalischen Raumes zu verstehen. Die von Leibniz und Newton begrin-
dete Infinitesimalrechnung und die Ausarbeitung ihrer Konsequenzen in den
tolgenden Jahrhunderten war und ist zugleich eine unabdingbare Vorausset-
zung der heutigen Natur- und Ingenieurwissenschaften. In der Folge waren
mathematische Probleme stets aufs engste mit Fragen tber reelle oder kom-
plexe Zahlen verkniipft. Wie Euler, der sich auch mit diskreter Mathematik
beschiftigte, zeigte, lassen sich sogar viele kombinatorische Anzahlprobleme
mittels analytischer Funktionen behandeln. Daneben hat es jedoch immer
Tendenzen in der Mathematik gegeben, sich unmittelbar den diskreten
Aspekten mathematischer Fragestellungen zuzuwenden. So fithrte etwa die
Diskussion des Symmetriebegriffs, die Galoistheorie und die Analyse gewis-
ser zahlentheoretischer Schlufiweisen zur Gruppentheorie, insbesondere der
Theorie der endlichen Gruppen, die mit der mit algebraischkombinatorischen
Hilfsmitteln erzielten Klassifikation aller endlichen einfachen Gruppen einen
vorldufigen Hohepunkt aufweist. Strukturiiberlegungen #hnlichen Typs ha-
2en aber auch bei der Konstruktion von Codes und bei der Untersuchung
endlicher Geometrien und Designs eine Rolle gespielt. Ebenso bilden die von
der kombinatorischen Topologie eingefiihrten simplizialen Methoden ein we-
sentliches Hilfsmittel in der algebraischen Topologie, in der homologischen
Algebra und in der K-Theorie.

Nicht nur von der Theorie, sondern ebenso von den Anwendungen her
stellen sich vielfiltig diskrete Probleme. Polyas Abzihltheorie diente z.B. der
Abzihlung von Alkoholisomeren; die Beschreibung der raumlichen Struktur
~on Molekiilen fiihrte tiber die Graphentheorie in die Matroidtheorie, welche
‘hrerseits wieder mit ebenfalls stark anwendungsorientierten Fragen aus dem
Bereich der diskreten Optimierung in Beziehung steht; die Klassifikation der
xristallographischen Gruppen diente und dient vor allem der Analyse konkret
~orfindbarer Kristalle. Auch fiir Probleme, die zunachst nicht diskreter Natur
sind, ist es hiufig unvermeidlich, nach diskreten Versionen zu suchen, welche
2le zu untersuchenden Aspekte der Ausgangsfragen angemessen reprisentie-
-en. Hier wird nicht primir auf ein numerisches Ergebnis gezielt, aber das
studium des diskretisierten Problems ergibt oft Aufschlul qualitativer Art
znd liefert strukturelle Einsichten, die hinsichtlich der urspriinglichen Fragen
~on groflem Nutzen sein kénnen.

Der SFB »Diskrete Strukturen in der Mathematik« gliedert sich in Teilpro-
‘ckte, die in drei Projektbereichen mit folgenden Aufgaben betraut sind:

A Simpliziale Methoden und ihre Anwendungen
- Ringe bis auf Homotopie und aus solchen »Ringen« abgeleitete Funktoren
sowie deren Anwendung in Geometrie und Algebra;
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~ Arithmetische und S-arithmetische Gruppen und deren Endlichkeitseigen-
schaften wie endliche Erzeugbarkeit und endliche Prisentierbarkeit sowie
analoge hohere Eigenschaften dieser Art, generische Zerfillung linearer al-
gebraischer Gruppen, KacMoody Gruppen, Arithmetik und K:Theorie,
computergestiitzte Untersuchungen in der Gruppentheorie; Computeral-
gotithmen zum Homdomorphieproblem von kompakten 3-Mannigfaltig-
keiten;

— Analysis diskreter Isometriegruppen, Quadratische Formen, Thetakorre-
spondenz;

- Klassifikation und Konstruktion von Pflasterungen und ihrer Fundamen-
talbereiche, Topologische und kombinatorische Eigenschaften von Kam-
mernsystemen, Hoherdimensionale Pflasterungen, Burnsideringe.

B. Diskrete Modelle

- Systematischer Aufbau einer Kombinatorik von Folgenriumen;

~ Weiterentwicklung einer Theorie der Informationsibertragung fiir »multi-
ple access« und Untersuchung, was diese Theorie firr andere Disziplinen
leistet;

- Asymptotische Verteilung nicht-parametrischer Statistiken, Nichtstationi-
re singuldre Stérungen endlicher Markovprozesse;

~ Partitionstheorie, Diskrepanzen, Zufillige diskrete Strukturen, Graphen-
theoretische Invarianten;

~ Anwendungen der Theorie der Matroide mit Koeffizienten, Bewertete Ma-
troide, Delta-Matroide und (WP)Matroide, Kombinatorische Theorie me-
trischer Rdume, Sequenzanalyse;

~ Numerische Verfahren fir strukturierte Probleme, Parallele Algorithmen,
Variationssitze, Parameterabhingige Eigenwerte und Eigenvektoren, Sta-
bile und instabile Mannigfaltigkeiten.

C. Diskrete Methoden in der Algebra

— Charaktere endlicher Gruppen, Parabolische Systeme;

— Zahmer und wilder Darstellungstyp, Kombinatorisch definierte Algebren,
Berechnung kombinatorischer Invarianten, Quadratische Algebren, Trian-
gulierte Kategorien, Algebren mit endlicher globaler Dimension, Quasi-
erbliche Algebren, Hall-Algebren, Endliche algebraische Gruppen und
Hopf-Algebren;

~ Reduktion von Shimura-Mannigfaltigkeiten.

Mathematische Forschung erfordert weltweiten Kontakt mit den unterschied-
lichsten Forschungseinrichtungen, insbesondere die persénliche Zusammen-
arbeit von Wissenschaftlern. Neben geringen Reisemitteln wurde ein umfang-
reiches Gasteprogramm bewilligt. Damit ist es dem SFB maéglich, jihrlich
etwa 100-120 Mathematiker fur etwa einen Monat einzuladen. Naturgemal
haben diese Giste engen Kontakt zu den Aktivitaten der Teilprojekte. Gele-
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gentlich werden auch Tagungen zu tbergreifenden Themenbereichen durch-
gefihre. Neben dem Gisteprogramm hat der SFB die Moglichkeit, mehrjih-
rige Vertrage mit meist jiingeren Mathematikern abzuschlieBen, die ohne
Lehrbelastungen in den Teilprojekten mitarbeiten. In geringem Umfang gibt
es Moglichkeiten, Promotionen zu fordern.

Bernd Fischer



